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On va donner un theoreme d’approximation dans l’espace d’ultra-distribu- 
tions vectorielles d’un semigroupe ultra-distribution par des series de 
puissances d’operateurs. 
Soit Wk)k~ une suite de nombres reels >0, vtrifiant les conditions : 
(a) Mk2 < Mk-,Mk+li 
(b) f % < +a; 
k=l 
(c) M$ = O(M;‘“), k 2 1; 
(d) il existe C,, > 0 avec: 
0 ‘1. M&f, < c&f/c > 
O<j<k. 
Un exemple d’une telle suite est la suite de Gevrey 
Mk = k’cd avec d> 1. (1) 
On va designer par B(M,) l’espace des fonctions v E b(R) qui verifient 
pour tout L > 0 et tout compact KC R: 
JS~(M,) = le sous-expace de &(M,) des fonctions a support 
dans le compact KC R. 
s~JM,) = le sous-espace de &(M,) des fonctions a support 
dans (-co, a], 
g(M,) = 9 ~KWJJ; 9 - (Mk) = 5 aa( 
a 
est l’espace d’ultra-distributions a valeurs dans .9(E), ou E est un espace de 
Banach; si Mk est donnt par (l), c’est l’espace d’ultra-distributions de Gevrey. 
539 
Copyright 0 1973 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
540 CIORXNESCU 
On dksigne par: 
et on a: 
.9+‘(Mk; P(E)) = 1’“! qLBa(MJ; JqE)) = sB+‘(A&) @ s?(E). 
a li=E 
Pour d’autres propriCtts de ces espaces voir [l, 21. 
Dans [3] on associe A la suite (&I,&, , une fonction h -+ M(h) de la 
man&e suivante: 
@f(A) = sug (9) . (2) 
Pour le cas de la suite (l), on a: M(h) = (d/e) 1 h jlld. 
DEFINITION 1 [3]. L’opCrateur A, fermC et de domaine D dense 
dans E, satisfait la condition C, s’il existe une ultra-distribution 
9 E~+‘(M~; 9(E, D)), supp % C [0, +co), qui vkrifie: 
[($)-A]*%=S@lE et %*[(&)--A]=S@I,. 
On va nommer @ semigroupe ultra-distribution. 
Un opkrateur avec la condition C, est caractCrisC dans [3] du point de vue 
spectral, par le: 
T&O&ME 1. L’opbrateur A satisfait la condition C, si et seulement s’il 
existe L, et h, > 0 et me rtgim: 
A = [A = A, + i& / h, > c&i? ($) + 8, 01, p 3 01 
od R(X; A) existe et vt%$e pour tout E > 0: 
Soit 
11 R(h; A)/1 = O(eMC\‘LO)+EA1). 
A, = tAR(X; A) et at(t) = Y(t) etAp 
oh Y(t) est la fonction d’Heaviside. 
(3) 
Dans [4], H. 0. Fattorini dCmontre que pour tout semigroupe distribution 
on a: 
%Y = pc @f dans WWN 
et donne en quelque sorte aussi un rksultat rkciproque. 
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En ce qui suit on va donner l’analogue de ce thtoreme pour les semi- 
groupes ultra-distributions, notamment: 
THSOR&ME 2. (a) Si l’opt!rateur A satisfait la condition C, alors: 
(b) Si pour l’op&ateur A, ftimt! et de domaine dense dam E, R(f; A) 
existe pour 5 > &, et l’ensemble {4?~~(*), 6 > 5,) est borne’ dam B’(Mk; 9(E)), 
alors A satisfait la condition C, , avec 
dans =WG; -T)). 
Dt%zonstration. (a) Si A, p E C, h + p # 0 et +/(A + p) Ed alors 
p E p(A) et: 
&GA)=&-[II&R&A)]. 
Si rest la frontiere de A, soit I’, la translatce de I’ par h > 0 et A, la region 
delimitee par r, . 
L’application A --+ ht/(h + 5) applique la region (1, dans A pour 5 > & 
(suffisamment grand). En effet si f$) = (A + ()/At, alors lim,,, f#) = l/A 
uniformement pour X E C. A-l est un voisinage de Ai1 (A-1 = {A 1 (l/X) E A}) 
et comme Ah1 est compact, il existe 7] > 0 tel que 
V,(&‘) = {A 1 d(h; /Ii’) < T} C A-‘. 
Soit & tel que pour [ > & , supp,~ I fE(X) - (l/X)/ < 7; alors. 
f& c w43 c A-l P our tout X E A, , d’oh il resulte que 
& = IfE(X)]-1 E (A-l)-1 = A. 
Ce fait demontre en particular que u(AE) C CrZ, pour f > &, . De plus, on 




Ainsi tout A, , f > to , vkrifie la condition C, et ee est don& par: 
(6) 
@(A) = 1 eAtq(t) dt. 
Dans [I] est estimC le comportement de @(A): pour tout K = [g’,g], il 
existe C > 0 telle que: 
; @@)I G CPL(9)) exp [g Re M (+)I 
pour tout q E 9fk(M,) et tout L > 0, Re X 3 0, oh: 
;\Iais pour A E r,! , on a: 
done: 
eM(A,lh,) - ev”~ 
, y > 0, 
/I W 4) @(Al d C exp [(g + 4) AI + M ($-) - M (g)] 
(ou C ne dCpend pas de 6) 
< c exp [cd+’ (G) + M (&) - M (k)] 
0 
(7) 
< C exp [Cc, + 1) M (&) - M ($)I 
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(ou L, = min(h, , Lo); on prend L = LJN ou N > cc + 2, entier, et on 
observe que M(NA) > NM(X) pour h suffisamment grand) 
< Cexp [(cc + 1) M (2) - NM ($1 
= C exp [(cc + 1 - N) - M (&)I 
< c~--M(AILI) 
= c inin(LlkMk// h Ik M,,) < [C/(1 + I h I)“]. 
Ceci demontre que l’integrand dans (6) qui converge vers R(h; A) @(A) 
dans T(E) quand 6 + co, est uniformement borne en E par l/( 1 + I h I)“. 
Les evaluations faites sont aussi uniformes par rapport a ~JI dans un ensemble 
borne dans 9(MJ, done (6) converge vers: 
I = J R(X; A) @(A) dA = 1 R(h; A) @(A) dh 
J-h r 
uniformement sur des tels ensembles (on peut faire le changement de contour 
et utilisant la technique classique de deformations des contours pour I’intC- 
grale des fonctions holomorphes). 
(b) On peut supposer exactement comme dans [4], saris restreindre la 
gCnCralitC, que A-l E Y(E) et alors on a: 
~!;~@!,(t) - A,242&) = (A!,~ - A,l) St @‘At) %Jt - s) ds 
0 
+ (&l - 43 (-q’@&) + C%(~)), t, 7 > 0. 
Mais le produit de convolution est une application bilineaire hypocontinue de: 
et transforme done les ensembles born& dans des ensembles born&. Ainsi 
les ensembles: 
sont born& dans B’(M,; J?(E)) et comme 
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la suite {A;‘@, , k > [,,o> est une suite de Cauchy dans 9’(Mk; L?(E)) et done 
converge dans cet espace. Comme dans [4] on dkmontre que {&J est aussi 
une suite de Cauchy dans 9’(Mk; Z(E)) et done A satisfait la condition C, . 
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